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 В работе рассматривается задача оптимального управления процессом нагре-
ва стержня с помощью граничного управления. Доказана теорема существования и 
единственности оптимального управления. Получены необходимые и достаточные ус-
ловия для оптимального управления. 
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обобщенное решение. 

 1. В приложениях возникает большое количество задач оптималь-
ного управления процессами, описываемыми параболическими управле-
ниями [1,2,3,5]. Одну из таких задач в теплофизических терминах можно 
сформулировать следующим образом. Имеется однородный стержень с 
теплоизолированной боковой поверхностью, левый конец которого теп-
лоизолирован, на правом конце происходит теплообмен с внешней сре-
дой, температура которого в момент t  равна )(tu . 
 Требуется, управляя температурой внешней среды, к заданному 
моменту времени T  распределение температуры в стержне сделать как 
можно ближе к заданному распределению )(0 xy  и внешнюю температуру 
к заданной температуре )(0 tu . 
 Математическая формулировка этой задачи: требуется минимизи-
ровать функционал 
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0 )]()([)](),([)( β                      (1) 

на множестве решений краевой задачи 
)0,0(),(,2 TtlxDtxyay xxt <<<<∈= ,                                       (2) 

lxxxy ≤≤= 0),()0,( ϕ ,                                                                  (3) 
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Tttlytutlyty xx ≤≤−== 0)],,()([),(,0),0( α ,                             (4) 
где )(),(),(,0,0 00 tuxxya ϕβ >>  - заданные функции, 0>α - коэффици-
ент теплообмена. 
 Предполагается, что допустимое управление )(tu  принадлежит 

),0(2 TL . 
 2. Так как управление )(tu  из ),0(2 TL , то решение краевой задачи 
будем понимать в обобщенном смысле ]4[ . 
 Обобщенным решением краевой задачи (2)-(4), соответствующим 
управлению )(tu , называется функция )(),( 0,1

2 DWtxy ∈ , удовлетворяю-
щая интегральному тождеству 
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при ],0[ Tt ∈  и для всех )(),( 1
2 DWtx ∈η . 

 Теорема 1.   Пусть ),0()( 2 lLx ∈ϕ , ),0()( 2 TLtu ∈ . Тогда краевая 
задача (2)-(4) имеет единственное обобщенное решение. 
 Доказательство.  Решение краевой задачи (2)-(4) будем искать в 
виде суммы 

),(),(),( txWtxztxy += ,                                                  (6) 
где ),( txz  и ),( txW  есть решения следующих задач: 
                                Dtxzaz xxt ∈= ),(,2 ,                                                        

lxxxz ≤≤= 0),()0,( ϕ ,                                                   (7) 
                                Tttlztlztz xx ≤≤=+= 0,0),(),(,0),0( α , 
и 
                                 DtxWaW xxt ∈= ),(,2 ,     

lxxW ≤≤= 0,0)0,( ,                                                      (8) 
                                TttlWtutlWtW xx ≤≤−== 0)],,()([),(,0),0( α .    
 Применяя метод Фурье, решение задачи (7) может быть получено с 
помощью собственных значений и собственных функций краевой задачи 
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Обозначим через 321 ,, µµµ , … положительные корни трансцен-
дентного уравнения  
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образующие последовательность, монотонно стремящуюся к ∞ . Тогда 
собственные значения будут 

l
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λ = ,                                                                      (11) 

а полной в ),0(2 lL  ортонормированной системой собственных функций 
будет 
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Тогда решение задачи (7) получим в виде ряда 
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где  
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Решение задачи (8) ищем в виде ряда 
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 Для определения коэффициентов ,...3,2,1),( =ktWk  получаем сле-
дующие уравнения 
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с начальным условием 
,...3,2,1,0)0( == kWk                                                  (16) 

Решая, находим решение задачи (8) в виде ряда 
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Таким образом, решение задачи (2)-(4) будет  
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Ясно, что для большого k  и при 0>t  выполняется неравенство 
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 Поэтому ряд (18) и ряд, полученный из (18) почленным дифферен-
цированием по  х,  сходятся абсолютно и равномерно по t . Тогда функция 

),( txy , определенная рядом (18), принадлежит ),0(1
2 lW  при ],0[ Tt∈ . 

 Докажем, что функция ),( txy , определенная рядом (18), удовле-
творяет интегральному тождеству (5). Для любой функции )(),( 1

2 DWtx ∈η  
положим 
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Интегрируя по частям, имеем 
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Подставляя эти выражения в (19), получим 
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 Отсюда, переходя к пределу при ∞→n , получим, что 0lim =
∞→ nn

J . 

 Теперь докажем единственность решения. Пусть ),(1 txy  и ),(2 txy  
- два решения уравнения (2), удовлетворяющие одним и тем же условиям 
(3) и (4). Тогда разность ),(),(),( 21 txytxytxy −=  будет решением одно-
родной краевой задачи, и коэффициенты Фурье )(tyk  по полной орто-
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нормированной системе )}({ xvk  равняются нулю. Поэтому 0),( =txy , 
Dtx ∈),( . Теорема доказана. 

 3. Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и условия 
),0()( 20 lLxy ∈ , ),0()( 2 TLtuo ∈ . Тогда для задачи (1)-(4) существует 

единственное оптимальное управление. 
 Доказательство. Пусть последовательность допустимых управле-
ний )}({ tun  является минимизирующей функционал (1), т.е. 
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где ),( txyn - обобщенное решение краевой задачи (2)-(4) при управлении 
)(tun .  

 Так как минимизирующая последовательность )}({ tun  ограничена 
в ),0(2 TL , то можно считать, что эта последовательность слабо в ),0(2 TL  
сходится к некоторой функции )(tu . Обозначим через ),( txy  решение 
краевой задачи (2)-(4) при управлении )(tu . Тогда можно показать, что 
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Отсюда, переходя к пределу при ∞→n , получим, что последователь-
ность решений )},({ txyn  равномерно по t  сходится к решению ),( txy  
при всех  ],0[ lx∈ . 
 Так как множество допустимых управлений выпукло, и функцио-
нал )(uJ  полунепрерывен снизу, тогда функционал )(uJ  слабо полуне-
прерывен снизу [2, c.52]. Поэтому 
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 Следовательно, )(tu  - оптимальное управление и ),( txy - опти-
мальное решение задачи (2)-(4). Единственность оптимального управле-
ния следует из строгой выпуклости функционала (1). 
 4. Сопряженное состояние задачи (1)-(4) определяется как решение 
задачи  

Dtxa xxt ∈=+ ),(,02ψψ ,                                                     (21) 
lxTxyxyTx ≤≤−= 0),,()(),( 0ψ ,                                      (22) 

Tttltlt xx ≤≤=+= 0,0),(),(,0),0( αψψψ ,                        (23) 
где ),( txy - решение задачи (2)-(4) при управлении )(tu . 
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 Методом Фурье решение сопряженной задачи (21)-(23) можно 
представить в виде ряда 
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Отметим, что функция ),( txψ , определенная рядом (24), принад-
лежит )(1,2

2 DW  и является решением почти всюду задачи (21)-(23).  
 Теорема 3. Пусть )(tu  допустимое управление, ),( txy - соответст-
вующее решение краевой задачи (2)-(4). Тогда необходимым и достаточ-
ным условием оптимальности управления )(tu  является существование 
решения ),(),,( txtxy ψ  задачи 

Dtxayay xxtxxt ∈=+= ),(,0, 22 ψψ ,                                       (25) 
lxTxyxyTxxxy ≤≤−== 0),,()(),(),()0,( 0ψϕ ,                     (26) 
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 При этом единственное оптимальное управление )(tu задачи (1)-(4) 
определяется равенством 
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 Доказательство необходимости. Пусть )(tu - оптимальное управ-
ление, а ),( txy  - соответствующее ему решение задачи (2)-(4). 
 Для произвольной функции ),0()( 2 TLtr ∈  положим += )()( tutu  

),(tr+ Tt ≤≤0 . Обозначим через ),( txy  решение задачи (2)-(4) при 
управлении )(tu . Тогда 
                            ),(),(),( txtxytxy Φ+= , 
где ),( txΦ  определяется как решение задачи 
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lxx ≤≤=Φ 0,0)0,( ,                                                         (30) 
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 Решение этой задачи можно представить в виде ряда  
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Используя, что функции ),( txψ  и ),( txΦ  являются решениями за-
дач (21)-(23) и (29)-(30), соответственно, приращение функционала (1) 
можно представить в виде  
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Учитывая представление (32), получим 
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Из (34), имеем 
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Учитывая, что )(tu - есть оптимальное управление, и оценку (37), 
из (33) будем иметь 
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 Отсюда, учитывая произвольность )(tr  из ),0(2 TL , получим фор-
мулу (28). 
 Подставляя (28) в условии (4), получим, что функции ),(),,( txtxy ψ  
являются решениями задачи (25)-(27). 
 Доказательство достаточности. Пусть функции ),(),,( txtxy ψ  ре-
шения задачи (25)-(27) и управление )(tu  определено формулой (28). То-
гда для любой )(tr  из ),0(2 TL , положим 
                               ),(),(),(),()()( txtxytxytrtutu Φ+=+= . 

Аналогично вышеуказанному, вычисляя приращение функциона-
ла, получим, что  
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dttrdxTxuJ β . 

Отсюда следует, что управление )(tu , определенное равенством 
(28), является оптимальным управлением. Теорема доказана. 
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SƏRHƏD İDARƏEDİCİNİN KÖMƏYİLƏ ÇUBUĞUN QIZDIRILMA  
PROSESİNİN OPTİMAL İDARƏOLUNMASI 

 
K.Q.HƏSƏNOV, L.K.HƏSƏNOVA  

 
XÜLASƏ 

 
 İşdə yan səthi və sol uçu ətraf mühitlə istilik mübadiləsindən təcrid olan, sağ uçu isə 
ətraf mühitlə istilik mübadiləsində olan bircins çubuqda temperaturun yayılması prosesi 
öyrənilir. Əvvəlcə alınan sərhəd məsələsinin həllinin varlığı və yeganəliyi göstərilir. Sonra isə 
optimal idarəedici funksiyanın varlığı və yeganəliyi haqqında teorem isbat olunur. İdarəedici 
funksiyanın optimal olması üçün zəruri və kafi şərtlər alınır. 
  

Açar sözlər: idarəetmə, funksional, qoşma sistem, Furye üsulu, ümumiləşmiş həll. 
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OPTIMAL CONTROL OF THE HEATING ROD PROCESS  
 

K.G.HASANOV L.K.HASANOVA  
 

SUMMARY 
 

 The paper considers the optimal control problem of the heating rod using boundary 
control. The theorem of existence and uniqueness of optimal control is proved. The necessary 
and sufficient conditions for optimal control are obtained.  
  

Key words: control, fundamental, adjoint system, Fourier method, generalized solu-
tion.  
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